
Προετοιµασία για το διαγωνισµό ΕΥΚΛΕΙ∆ΗΣ ΄Αλγεβρα

Α ΛΥΚΕΙΟΥ
Θεωρία

1. Οι αριθµοί µε τελευταίο ψηφίο 2 ή 3 ή 7 ή 8 δεν είναι τέλεια τετράγωνα. (Ευκλείδης 2016,

πρόβληµα 2)

2. Μια εξίσωση έχει ϱητές ϱίζες όταν η διακρίνουσα είναι τέλειο τετράγωνο (Ευκλείδης 2016,

πρόβληµα 2)

3. Απόλυτη τιµή

4. Ανάλυση σε γινόµενο πρώτων παραγόντων.

5. Ταυτότητα Euler : Αν a+ b+ c = 0 τότε a3 + b3 + c3 = 3abc

6. Αν a2 + b2 + c2 = 0 τότε a = b = c = 0 (πχ άσκηση 8.)

7. Αν a2 + b2 + c2 = 3 τότε a = ±1, b = ±1, c = ±1

8. ( 4
√
a)2 =

√
a

9. ( 8
√
a)2 = 4

√
a

10. Μια πολύπλοκη παράσταση µπορεί να γίνει πιο απλή αν ϑέσουµε έναν παράγοντα που εµφα-

νίζεται περισσότερες από µια ϕορές, ίσο µε µια νέα µεταβλητή.

πχ1) Ευκλείδης 2016 πρόβληµα 1, ϑέτουµε y = 3
√
x και τότε η νέα εξίσωση λύνεται εύκολα,

πχ2) στην εξίσωση x2 + x =
42

x2 + x+ 1
ϑέτουµε y = x2 + x και τότε η νέα εξίσωση y =

42

y + 1
λύνεται εύκολα.

11. Εύρεση ψηφίων (Ευκλείδης 2017 και Ευκλείδης 2015). Γενικά χρησιµοποιούµε τους περιο-

ϱισµούς των ψηφίων για να δηµιουργήσουµε ανισότητα. πχ. για το διψήφιο xy ισχύει ότι

1 ≤ x ≤ 9 και 0 ≤ y ≤ 9. ΄Ετσι µε πρόσθεση κατά µέλη προκύπτει η ανισότητα 1 ≤ x+y ≤ 18.

12. Με αφετηρία τις γνωστές ανισότητες (a + b)2 ≥ 0, (a − b)2 ≥ 0 προκύπτουν διάφορες άλλες

ανισότητες. πχ. a2 + b2 ≥ 2ab,

(a+ b)2 ≥ 4ab

(
a+ b

2
)2 ≥ ab

13. Για κάθε πραγµατικό αριθµό α > 0 ισχύει ότι α +
1

α
≥ 2 (Ευκλείδης 2020, πρόβληµα 2)
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Ασκήσεις

1. Αν οι µη µηδενικοί πραγµατικοί αριθµοί α, β µε άθροισµα α + β = 1 είναι τέτοιοι ώστε

α

β
+
β

α
= x, x ≥ 2, να προσδιορίσετε την τιµή του x έτσι ώστε να ισχύει :

α3 + β3

α2 + β2
+
α2 + β2

α3 + β3
=

13

6
(Ευκλείδης 2020)

2. Αν οι ϑετικοί πραγµατικοί α, β είναι τέτοιοι ώστε : α3 + β3 = 2αβ(α + β), να υπολογίσετε την

τιµή της παράστασης : K =
α2

β2
+

β2

α2
. (Ευκλείδης 2019)

3. Αν x3 − 2x+ 1 = 0, να υπολογίσετε την τιµή της παράστασης
x

x5 + x2 + 2

4. Αν x2 − 5x+ 1 = 0, να υπολογίσετε την τιµή της παράστασης
x2

x4 + 1

5. Να προσδιορίσετε τους µη µηδενικούς πραγµατικούς αριθµούς x, y, z που ικανοποιούν τις

εξισώσεις :

y + 3x

xy
=

3z + 5y

yz
=

5x+ z

zx
=

140

x2 + y2 + z2

6. Θεωρούµε ϑετικούς πραγµατικούς αριθµούς a, b που είναι τέτοιοι ώστε a2+4b2 = 2a+12b−5.

Να ϐρεθεί η µέγιστη δυνατή τιµή του αθροίσµατος a + b και οι τιµές των a, b για τις οποίες

αυτή λαµβάνεται. (Ευκλείδης 2014)

7. Αν υπάρχουν ακέραιοι x, y, a που επαληθεύουν την εξίσωση

yx2 + (y2 − a2)x+ y(y − a)2 = 0

να αποδείξετε ότι ο αριθµός xy είναι τέλειο τετράγωνο ϱητού αριθµού. (Ευκλείδης 2012)

8. Να προσδιορίσετε τους πραγµατικούς αριθµούς a, b, c που ικανοποιούν τις ισότητες a+ b+ c =
2010 και ab+ bc+ ca = 22 · 3 · 52 · 672 (Ευκλείδης 2011)

9. ∆ύο ποδηλάτες διανύουν µια απόσταση 60km. µε µέσες ταχύτητες που διαφέρουν κατά 5km/h.

Ο ένας ποδηλάτης χρειάζεται 1 ώρα περισσότερο από τον άλλο. Να ϐρεθούν οι ταχύτητες των

ποδηλατών.

10. ΄Ενας εργάτης εργάστηκε επί 10 ηµέρες και τελείωσε τα
2

7
κάποιου έργου. Τότε ήρθε και ένας

δεύτερος εργάτης. Στη συνέχεια εργάζονται και οι δύο και τελειώνουν το έργο σε 18 ακόµη

ηµέρες. Να ϐρεθεί σε πόσες ηµέρες µπορεί να τελειώσει το έργο ο δεύτερος, αν εργαζόταν

µόνος του από την αρχή.

11. ∆ύο ϕίλοι Α και Β ανέλαβαν την εκτέλεση ενός έργου. Ο Β ξεκίνησε να εργάζεται µία ώρα µετά

το ξεκίνηµα του Α. Τρεις ώρες µετά το ξεκίνηµα της εργασίας του Α διαπίστωσαν ότι έχουν

ακόµη να εκτελέσουν τα
9

20
του έργου. ΄Οταν τελείωσε το έργο διαπίστωσαν ότι ο καθένας τους

είχε εκτελέσει το µισό του έργου. Να ϐρείτε σε πόσες ώρες µπορεί ο καθένας από του δύο

ϕίλους να τελειώσει το έργο, αν εργάζεται µόνος του. (Ευκλείδης 2017)

12. Τρεις ϕίλοι, ο Γιάννης και ο Βαγγέλης και ο Βασίλης, έχουν µία σακούλα µε καραµέλες. Ο

Γιάννης ϐάζει το χέρι µέσα στη σακούλα, παίρνει κάποιες καραµέλες, και από αυτές που πήρε

κρατάει τα
3

4
και τις υπόλοιπες (από αυτές που πήρε) τις µοιράζει εξίσου στους άλλους δύο.
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Ο Βαγγέλης παίρνει κάποιες από τις υπόλοιπες που έµειναν στη σακούλα, κρατάει το
1

4
από

αυτές και τις υπόλοιπες από αυτές που έβγαλε τις µοιράζει εξίσου στους άλλους δύο. Τέλος ο

Βασίλης παίρνει τις υπόλοιπες που είχαν µείνει στη σακούλα κρατάει το
1

6
από αυτές και τις

υπόλοιπες από αυτές που έβγαλε τις µοιράζει εξίσου στους άλλους δύο. Αν σε κάθε µοιρασιά

καθένας παίρνει ϑετικό ακέραιο αριθµό από καραµέλες και τελικά οι καραµέλες του Γιάννη

είναι τριπλάσιες από τις καραµέλες του Βασίλη και οι καραµέλες του Βαγγέλη είναι διπλάσιες

από τις καραµέλες του Βασίλη, να ϐρείτε τον ελάχιστο αριθµό από καραµέλες που µπορεί να

περιέχει η σακούλα. (Ευκλείδης 2016)

Υποδείξεις ασκήσεων

1. Ισχύει ότι : α2 + β2 = xαβ και α3 + β3 = (α + β)(α2 − αβ + β2) = (x − 1)αβ. Τότε είναι :

x− 1

x
+

x

x− 1
=

13

6
⇔ x2 − x− 6 = 0 ⇔ x = 3

2. Η πρώτη εξίσωση δίνει α2+β2 = 3αβ. Από ταυτότητα ισχύει ότι : (α2+β2)2 = α4+2α2β2+β4
.

Συνεπώς K =
α4 + β4

α2β2
= 7

3.
x

x5 + x2 + 2
=

x

x2(x3 − 2x+ 1) + 2x3 − x2 + x2 + 2
=

x

2x3 + 2
=

x

4x
=

1

4

4. x4 + 1 = (x2 + 1)2 − 2x2 = (5x)2 − 2x2 = 23x2
. Τότε

x2

x4 + 1
=

x2

23x2
=

1

23

5.

6. Θέτω s = a + b, τότε 5a2 − (8s− 10)a + 4s2 − 12s + 5 = 0. Πρέπει ∆ ≥ 0 ⇔ s(s− 5) ≤ 0 ⇔
0 ≤ s ≤ 5. Συνεπώς µέγιστη τιµή s = 5, τότε a = 3, b = 2.

7. ∆ηµιουργώ τριώνυµο ως προς a. Πρέπει ∆ = k2
. Τότε xy =

(
k

2x

)2

8. (a+ b+ c)2 = 20102 ⇔ a2+ b2+ c2+2(ab+ bc+ ca) = 20102 ⇔ a2+ b2+ c2 =
20102

3
⇔ · · · ⇔

a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca = 0 ⇔ (a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2 = 0 ⇔ a = b = c = 670

9. t1 − t2 = 1 ⇔ 60

x
− 60

x+ 5
= 1 ⇔ x = 15

10. Ηµερήσια απόδοση εργατών επί πλήθος ηµερών = Μέρος του έργου που τελειώνουν. Τότε :

(
1

35
+

1

x
) · 18 =

5

7
⇒ x = 90

11.
3

x
+

2

y
=

11

20
και

x

2
− y

2
= 1. Τότε x = 10, x > 3, y = 8
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12. Εστω a πήρε ο Γιάννης, b πήρε ο Βαγγέλης, c πήρε ο Βασίλης. Τότε συνολικά έχουν : ο

Γιάννης
3a

4
+

3b

8
+

5c

12
, ο Βαγγέλης

a

8
+

b

4
+

5c

12
, ο Βασίλης

a

8
+

3b

8
+

c

6
. Προκύπτει το σύστηµα :

18b+ 2c = 9a, 3a+ 12b = 2c ⇒ 5b = a, 27b = 2c. Είναι b πολλαπλάσιο του 8 µε ελάχιστη τιµή το 8.

Οπότε b = 8, a = 40, c = 108, οπότε το ελάχιστο σύνολο είναι 156.
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